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論文内容要旨
 り一マ ン幾何学に於ける重要 で興味あ る問題の ひとつに, リーマ ン 多様体の 位相構造と計量構造
 田の関連を問うものがある。 本論文の目的は, リーマン多様体の曲率, ・直径, 体積, スペクトル
 D計量 不変量と, ホモ・ジー群, 基本群, オイラー標数等の位相不変量の間の関豊についての幾
 かの 結果 を述べることにある。
 与えられた可微分 多様体Afに対 して, 置上には無限次元の自由度のリーマン計量が存在する。 し
 ノー般論としては, それらのリーマン計量のうち, 多様体の可微分構造に最も適応した, 最も
 票準的な」 ものが何であるかについては何も分っていない。 普遼 1標準的」 なリーマン 計量は曲
 等長変換群, 或いは, 他の 幾何学的構造との係り 合いに於て述べられ る。
 二の観点から云えば, リーマン幾何学の研究に際 して, 「モデル計量構造」 を持つことが重要で
 ると思われる。 私にとっての 「モデル計量構造」 は接触計量構造と定 曲率のリーマ ン構造, 特に
 老曲率のレン ズ空間である。 壕ず接触計量構造について述べる。 (盟2叫1、 g) を(2η+1)次元
 一マン多様体と し, Rをgに付随 したレヴィ ーチビタの接続 に関する曲率テンノ ルとする。 班
 0単位キリングベク トル場 ξで, 条件
  R(x, ξ)7=9 (x y)ξr9 (「・ ξ)x
 或いは, R(X, ξ)ξぼg(X, ξ)ξ一X)一一 ここに, X, yは躍上の任意のベクトル場 一
 満たすものが存在するとき, (躍, g, ξ)をκ上の佐々木構造(或いは, K一接触横這)と呼
 ) 佐々木構造を持った多様体の最もよい例は奇数次元の定曲率1の球面である。 これから正曲率
 頭体と接触計量構造の聞の関連が予測される。 さてM. Bergerは正曲率の単連結正規斉次リー
 ン空間 をすべて分類 した。 第1章2節に於いて, 我々はそれらの空間のうち, {SU(η十1)×R/
 1(η)×R }α, {5P (η )xSU(2 )/ 8P (η一])xsU( 2)}α には, 正規斉次リ ーマ ン計量と密
 で結びついた自然な接触計量構造がはいることを示す。 佐 ・々 木空間(」4・ g・ ξ)に於て( L1、
 テンノ ルφを φ寵一 7ξで定義するとき, ξに垂直な ベクトルXと φXで張られ た平面の断面面
 ワ(X)二κ (X, φX) をXの φ一正則断面曲率と呼ぶ。 例えば, {SU (η十1)×R〆 5U(71 )×R l¢
 ついて は次 の結果 を得る。
 老理, { SU(η十1 )×R/5U (η )×R }α はコンパク ト, 単連結な 正則佐々木空間の構造を持ち,
 一正則断面 曲率は ξに垂直なすべてのベク トルに対 して定 数である。 Boo七h しy- Wang のフ丁
 パリングは定正則断面曲率の複素射 影空間上の主円 バン ドルである。
 この結果 は第 2章5節に於て用い られ る。
 さて第1章1節に於ては, 接触リーマン多様体上の 幾何学的な変換の性質について述べる。 佐々
 (κ一接触)多様体は, そのリッチ曲率 ρが定数 α・ みに対して ρ(Xl }Z );αg(X γ)+助 (X)・
 ア)なる形を持つとき, η一 アインスタイン多様体と呼ばれる。 ここにηはξに付随 した接触形
 である。 この 節に於ける 主な結果は
 董理 K一接触リーマン 多様体上の任意のアフィ ン変換は等長変換てある。
 萱理. 佐々木η一アイ ンスタイン多様体』42凡 +1 (η>1, ゐ≒0}において, 任意の共形(射影 )変
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 換は等長変換である。
 次に正定曲率 レン ズ空間について述べよう。 5肋 }1 を定曲率1のリーマン計量を持ったR肋
                                2πP 2πPπ
 (覚Gπ)の単位超球面とする。 SO( 2η )の元丁をT: (Z1,・一 ・Zπ)→(εマ1Z1, … 沼 g Zπ)
 によって定義する。 ここにp1 -1 でp2ヂ ・・, pルはg と互いに素な自然数とする。 丁定 生成元 とす
 る位数9の巡騨 0一{丁左 }口はS2π『⊥上, 本質日勺に不離に作用するから, S2π一1 を0の作用
 によ って 割ることによ り, 定曲率 1のリーマン計量 を持った レン ズ空間忽一五 (g :p2, ・一節 )を
 定義することができる。 この空間は, 局所対称である が対称リーマン空間ではない空間の例を一与 え
 ている。 第2章. 4節に於いて, 我々は レン ズ空間の一点の eu Uocu8, 及びす べての閉測地線を
 決定 する。 それによって次の結果が得られる。
 定理 位数gの巡回群を基本群としてもつ, 定曲率 1の レン ズ空間ハグが斉次(即ち, 躍の等長変
 換群が〃上推移的に作用する )である為には 」4の各点 を通 って 長さ 2π/g の閉測地線が存在する
 ことが必要かつ十分である。
 また第 3章6節に於いては, 斉次 レンズ空間のスペク トルを決定する。
 第2章.に於いて我々はリーマン多様体の計量構造と基本群の問の 関連を取り扱 う, 第3節では三
 つの簡単な結果を注意する。 例えば,
    d,
 定理 M 蟹ゴ次元コンパク ト, 正則佐々木空間で, そのφ一正則断面曲率が, すべての ξに垂
 直な ベク トルX に対 してゐ ≦E (X) ≦ど を満た している とす る。 ここにん,丑 は定数である。 もし
 ん〉一3 であれ ば, 〃の基本群 π1 (〃)は巡回群であ匂, (ゐ十3)/ (五十3)>(4-3 )/2(4-1)
 であれば, π1 (π)は膚限巡回群である。
 次の第4節に於いて, 実射影平面に於いて成り立つPu の定理 の高次元への拡張を取り扱 う, 問
 題は次の通りである。 (プ,g) を実n次元射影空間上の 任意のリーマン計量とする。 voユ(Pπ, g)
 をP勘の9 に関する体積 一Lg (0)を曲線0のgに関する長さとする。
 い ま, quo七1 (P π, g) ≡ voユ(jp n, g )/〔エnf{五g (0)1 0は P昂の ホ モ ・ ジ カ ル に 自明 でな
 い閉曲線}〕π
 と定義する。 さて Pu の予想は, 90 をPπ上の定 曲率のリーマン計量とするとき, quo t1 (Pπ, g)
 ≧q uo芯エ (、Pπ, 90 )が成立 し, 等号成立はg が定 曲率のときかつそのときに限るであろう という
 のである。 Pu はη=2のとき こ.の予想が正 しいこと を示 した。 しか し高次元の場合に知られている
 唯一の結果は, Pu の予想がPπ上の定曲率のリーマン計量と共形的に関連 しているリーマン計量
 のクラスに対して.は正 しいという事実である。
 ここで我々は奇数次 元の実射影空間P 肋+1 が自然な定曲率 1の佐々 木構造 (P2 η+1, g。, ξ。 )を持 って
 いることを想起しよう。 その Booth by-Wangのフ丁イバ]」 シクφ は定正則断面 曲線4を持った複素騨影空間上の主
 円バン ドルp: (p2 商, ∬0, ξ。 〉→伊(C ), ゐO, ∫0) で あ っ たO 更 に 90 =p蒔ゐO 十η0⑭ ηO と 書く こ とが 出
 来ること を注意する。 ここに 砺は ξo に対応する接触形式である。 我々の結果 は,
 定理 奇数次元実射影空間P2叶1 上のリーマン計量のクラス {g富 ず(ゲ 妬 )十( ず β2 )ηn ⑱
 η。 Ig, /9はPπ(0) 上の 任意の e。。一正値関数}を考える。 このクラスに属するリーマン計量に対




 が成立 し, 等号はgが定曲率のり一マン計量のとき, かつそのときに限る。
 次に基本群 と計量構造の間の関係を一与 える結果をもうひとつあげる。
 辺 を完備リーマン多様 体で, その 曲率κ (σ) が至る所0<δ ≦K (σ) ≦1になる不等式を満た
 している とする。 凝の直径4(躍) は不等式d(M)≦ 》V万を満たし(S. B. Myer8 ),も 謁 (醒)
 =π〈痂玉成立すれば, 〃は定曲率 δの球面 と等長的である。 (ToponOgov) 更に4(〃)〉 筏/
 2涯が成立すれぱ醒はホモトピー球面となる。 (域 Be rge,) したがって非単連結な空聞の範疇
 で考える「卿), 0〈 δ≦κ (σ )≦ 1を満たす完備リ ーマン多様体の最大直径は π/ 2V夢と なる。
 問題は 1どの様な空間が この最大 直径を実 際に取る であ ろうか ?」, 例えば定 曲率 δの実射 影空間
 や レン ズ空間の 直径は・ π/ 葡 に等 しい。 一般に 正定 曲率の完備リーマ ン多様体〃π の基 本群を0 一
 π1 (躍) とするとき, ハ4πは定曲率η次元球面 Sπから次の様に して得られる。 0のR計1 上の 既約直
 交表現{σP ・一, σr}が存在 して, 躍罵Sπ/( σ1 ⑭ … ⑭ σ7)(σ)。 さて我々はγ〉1のとき,
 π1(躍)は完全可約な表現を持つと呼ぼう。 我々の結果は,
 定理 κを完備, 連結なリーマン多様体とし, その断面曲率が, すべての断面σに対して, 1/4
 〈 δ≦K (σ)≦ 1を満た している とする。 Mが単連結ではないと仮定 しょ う。 このとき, d(躍) =
 π/ 2V揚玉成立するのは1Vが定曲率δでかつ π1 (艀) が完全可約な表現を持つとき, かつその とき
 に限る。
 最後の章に於いて, 我々は他のリーマン不変量, すなわちラプラシフ ンの固有 値(スペク トル)
 を取り扱う。 (〃, g) をコンパク ト連結リ ーマ ン多様体, イを0。。(盟)上作用するラプラスーベル
 トラミ作用 素とする。 すなわち, 7をレヴづ 一チビタの 接続に関する 共変微分とするとき, 局所座
 標系 岡 に関して・ イ∫三ザ 嶋 7諸∫と定義する・ Sp (蜘 )一{ 幅 くえ ・一
 え1<え2一_ }を イの固有 値全体 の集合と して (κ, 9)の一クトノレ と呼ぼう. ただ し各国髄
 礼 (乞 =0, 1, 2, …)はその重複度と同じ個数だけ書かれている。
 第6節に 於いて, 我々は斉次な レン ズ空間のスペク トルを完全に決定する
 第7節に於いて は次の興味ある問題を取り扱 う。 「 (M, g) のスペク トル5p (班, g) は (〃,g)
 の構造を どの程度ま で決定 するであろうか ?」
 M. Be rger, Mckean-Singer達はこの問題に次の様な微分幾何学的考察を与えた。 それに
 は Mi nak 6hi 8andaramの展開公式
             づ
   都 噸㍉ (4π孟 )苛.刃 α。 孟琶
   た=0 ㌍£
 が重要なる役割りを果す。 ここに己 はんの次元, 色 (乞篇0,L2,…)は定 数で ある。 彼等 は係数 αい
 α1・α2 を (〃'・ g) の曲率によって表わすことを試み・
    αo =voユ (肱 9)
    α1-1/ 6∫τン9


































 を褐た。 ここに τ, ρ, Rはそれぞれ (〃,g)のスカラー曲率, リッチ曲率テンノル, 曲率テンノル
 である。 1判 はオンノン洋のgに関するノルムを表わす。 また ㌦はgに付随する〃の標準的な測
 度である。 これらを用いて、 〃の次元が低い場合に (〃,g)が定 曲率空間であり, Sp (」4,g)=
 5p (Mノ・ g' )が成立すれは・ (〃'・ g')もまた定曲率空間になることか示された。
 さて第7節ではα3を実 際に (〃,g) の曲率によって表 現することを試みる。 結果は,
    α3 靖∫ (一 '12 i7τ 12ぞ17ρ12一号t7RI2
       `レf
     +誓τ3 一号τ1ρt2+ 筆 IRI2-4 ゐαゐρ1 ρ、.
 +聖 ραゐρ`dR、ゐ.〆暑ρ払四 凡αゐ`R槻ゐ.
 8 αゐ`d 圃
 +TR R、カ R。d貼む)レ9
 ただ し添数に関するアインスタイ ンの規約 を用い てい る。 これ を用いて次の定理を 証明 する ことが
 できる。
 定理 (〃,g),(ルヂ,9')をdimハ4=6なるコンパクト連結フインスタイン空間と'する0
 1(1曾 )を 湿の オイラ 一標 数とする。 いま 1(〃)一エ (ルf' ), 5p (ハ4,9)=Sp (〃!, g' )が成立すると





 論文のテーマとな って いる Rie mann 多様 体の 計量的構造と位相的構造の間の 関係は 1940年
 代 から微分幾何学 の中心的な研究題目で色々な角度から多くの優れた 研究が生れた領域である。
 第1章は 接触Riemann 多様体の研究で まず Riemann 多様体上の擬 似変換、 射影変換な どの
 変換が空間構造についてK一接触あるいは正規接触等の条件によって等長変換あるいは同型に帰着
 するという 型の 幾つかの新 しい定理 が得 られ ている。 また M. Be rgerの研究によれは単 連結で正
 規な斉次 Rlemann 多様 体でいたる ところ正曲率をもつ ものは 7種類ある。 その第1は奇数次元
 球面で正 規接触構造を もっている。 申請者は7橦の中の更に2つにも斉次Rie皿anロ 多様体の構
 造と密接な関係にある正規接 触構 造が入ること, そ してその中 に1つは複素射影空間上の主円バン
 ドルであり他の1つは接触3構造をもち, 4元 数射影空間上の王53 バンドルであることを証明し
 た。
 第2章'ではRie田ann多様体の計量的構造とその基本群π1 との関連に関するもので始めに正
 規接触 Riemaロn 多様体, Kahler多様体、 断面曲率が正でない 多様 体について断面曲率が基本
 群に及ぼす影響を調べている。 次に基本群が巡回群Z守 の空間として 著る しいレンズ空間につい
 て閉測地線 eu七 locu8 を求 めた。 そ してレンズ空間が斉次空間であるための必要で十分な条
 件は各点を通り長さが2π/々 の閉測地線がひけることであるという美 しい定理を得ている。射影半
 面P2上の通常の楕円的な非Euclid 計量はP2 上の任意の Ri emann 計量に対しあるext-
 re口aユ propertyをもつこと を示すPuの定理 という ものがある。 l欠 元か高くなって も類 似
 の定理 が成 立するかという問題は楕円的非 Euclid 計量と共形的な計量の痔には 肯定的で あると
 いう以外知られていないが申請者は次元π が奇数の射影空間 /界の場合その上に Rie甲ann計量の
 あるク ラスを構成 しそれに対 して ρU の定理がやはり肯定的 であることを 証明 した。
 第3章は Riemann 多様 体のス ベクトルに関す る研究である。 これま で具体的にスペク トルが
 計算されているRie mann 多様体は球面, 実及ひ複素の射 影空間, トーラスであるが申請者はレ
 ン ズ空間 の中で 斉次 Ri emann 多様 体であるものについてそのス ベクトル を求めることが出来た。
 ま たRiema nn 多様体の スペク トルの理論には Miaa ks hi8and&ramの公式と呼ばれるもの
 かありそれに現れる 級数の初項か ら第 3項ま では Ri e四ann 多様体の体積, 曲率等で表わされ
 ることま たその具体的な形まで知られていて幢々の幾何学的応用かあるが第 4項以上については知
 られていなかった。 申請者はこの第4項を曲率を用いた具体的な式と して表わすことに成功 し, ま
 たそれに関連 して二・三の新しい幾何学的定理を得ている。
 参考文献の中の 1編は他の著者との共著である。 正曲率のコンパク トな Ri emann 多様体〃はそ
 の曲率の下界を δとするとき躍が単一連結でないとすれは 直径が ㍗!2v/万 より大きくはないことが
 知られている。 そこで直径が π/2而 に等 しい峙〃の構造を調べる問題が 起るが著者達はδが1/4
 より大きいという仮定の下で躍は定曲率 δをもつ Ri emann多様体で π1 が完全可約な直交表現を
 もつ ものに限ることを証明 したのである。
 この学 位請求論文は公表済の 数編の論文と未公表の論文をま とめたものであるが, これを通 して
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 申請者は微分 幾何学と 位相 幾可学 との交渉する領域にむいて 重要 で しかも興味ある諸問題に ついて
 重要な寄与を したと言える。 よって審査員は申請者が理学博 士の学位を受けるに十分な学力がある
 と判定す る。
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